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Die Abz~hlung als Fehlerquelle in der modernen Geometric. 
Von 
C. KOPPER in Prag. 
M. de Jonqui~res hat im Novemberheft der ,,Comptes rendus" 
(J. 1887) projectivische Constructionen der Curven m r176 Ordnung C m 
mis Doppelpunk~en mitgetheilG welche nicht als richtig betrachtet 
werden ~Snnen. Er stellt sich die Aufgabe, die allyemeine C ~' mit 
einer mSgllehs~ grossen Anzahl yon Doppelpunkten projectivisch zu 
erzeugen~ and g~ebt eine AuflSsung, welche nich~ aeceptirt werden 
kann. 
Es wird gut sein, das Princip vorauszuschicken~ auf welches 
M. de Jonqui~res ich stfitzt. 
Man babe C ~'~'mit 8Doppelpunkten D. Wenn (n~n~(n-~'+3) 3~ 2 
Punkte el, e2 . . .  gegeben sind, welehe die C~ -~" besti~nmen, so sell 
diese Curve durch 2 Bfischel nt~r und n 't~ Ordnung, die dutch (C~)~ 
(C ~') bezeiehnet werden mSgen, projeetivisch erzeug~ werden, wobei 
die D zu den Grundpunk~en beider B[ischel gehSren. (C '~) hat noch 
n(~+s) 1 -  ~ willkfirlieh anzunehmende Grundpunkte, (C ~') hat 2 
deren n'(n'+3) 1 ~ & Von diesen Grandpunkten kSnn~en noch 
2 
irgend welche in den e angenommen werden, wiihrend gewisse X der- 
selben als Unbekannte zu betrachten sind, die sodann durch 2X 
unabhSugige Relationen bestimmt werden. Diese t~elationen aber erh~lg 
man dadurch, dass man die C ~ des ersten Bfischels, welche durch je 
einen yon 2 X-~-3 der Punkte e gehen, den durch die nSmlichen e 
gehenden C ~' des zweiten, Biisehels projectivisch entsprechen F~sst. 
Auf diese Weise hat man fiber 
n (~+S) 1 ~ +  n'(n" + 3) 1- -~ ' - -X+2X+3 
2 2 
Punkt~ veffiigt. Wird nun diese Zahl ~-- (n+n')(n+n'+3) ~ 3 ~ gesetz~ 2 
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so findei man X ~ n~ - -  1 -:- 8. Man muss daher ( , i l  faut ngces- 
sairemeni" Jonq.) ~n ' - -1 -  d unbekannte 2Punkte ascf die 13ase~ 
beider .Biischd vertheilen. 
Dies ist in Kiirze wiedergegeben die tlerleitung des Prindps. 
Dasselbe wird nun angewendet: 
1) kuf  Curven C ~ mit (~ Doppelpunk~en 7 wenn bier zwei Biisehel 
(U~), (C')  zur Erzeugung verwender werden. 
Welches ist das Maximum yon 87 
Da die Zahl X ~ n ~-  1 -  ~ h5ehstens die tota/e Anzahl 




$~3n- -  1. 
Der Beweis, class C 2~ mit 3n -- 1 Doppelpunkten D und 
n(2n-~3)  - -  3(3n- -1 )  ----- 2n ~ - -  6n -{- 3 Punkten e, 
welche zusammengenommen mit den D die C ~ bestimmen, wirklich 
dutch 2 Biischel (C") erzeug~ werden kann~ besteht naeh tlerrn 
de Jonqui~res einfaeh darin, dass, wenn man in die beiden Basen 
n ~-  1 ~3n-{ -  1 
unbekann~e Punl~e einfiihr~ - -  wodureh alle disponibeln Grundpunk~e 
erschSpft wiiren - -  noch 2(n 2 -1 - -3nq-1)  q- 3 PunkCe e, d. h. gerade 
2n ~ - -  6n -{- 3 willktirlieh bleiben: 
Es ent~teht aber die Frage: Kann man dutch die projeetivisehen 
Beziehungen in der That so viele Unbekannte bestimmen? Dies ist 
keineswegs der Fall, denn die C ~" und ihre Erzeugung vorausgese~t, 
sind wie bekannt nur dann die Grundpunkte eines der Biisehel bestimmt, 
wenn man einen derselben beliebig auf C ~ angenommen haS. Mithin 
h  hstens g le ieh 2C ' (5  - -  ' )  - -  - -  2 
werden, worans 
d~3n- -3  
s warde. 
Naeh M. de Jonquibres kann man wei~er schliessen: Aueh C ~"-: 
mig 3n - -  I Doppelpunkten l~st sich dutch zwei Bfisehel (O") hervor- 
bringen, and tier Grand seheint sehr einfaeh. Denn man kama yon 
den 2n ~ -- 6n q -3  willkiirliehen Punkf~n des Erzeugnisses 2n ~ Oral- 
hung 2n-F 1 Punkte anf einer beliebigen Geraden Z annehmen, wetehe 
dann als Besfandtheil des Erzeugnisses auf~reCen wird. Es bldben 
noeh 2n ~ ~ 8~ Jr" 2 Ptmk~ e willkiirlieh fiir den Bestand~eil O ~''~ ;
diese Curve ist abet aueh dutch die 3~ - -  1 Doppelp-~]rf~ and jene e 
bes~immt, denn 
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(~n--a)(~.n+u) ~ 3(3n--1) -{- 2n ~ - -  8n 2f_ 2. 
2 
~Ein einfaches Beispiel mag die Unrichtig'~t darthum 
C 7 mit 3 9 4 -- 1 ~ 11 Doppelpunkten D wllre dutch zwei Biischel 
(C 4) projeetivisch zu construiren! 
Von dem Erzeugniss C s sind 2(4 2 - -1 -  11) -~- 3 ~- 11 Pun kte e 
willkiirlich, 9 derselben werden auf eine beliebige Gerade L gelegt, 
bleiben 2 fibrig, die mit den l lD  gerade eine C ~ bestimmen. Bei 
genanerer Prfifung wird die Sache illusorisch. Fasst man ~i~mllch 
die 5 Punkte ins Auge, welche mi~ den 11./) die Grundpunkte eines 
Biisehels (C 4) ausmachen, so kSnnen diese nich~ a//e auf C 7 liegen, 
da sonst eine C 4 des Bfischels nut einen Panlr~ aus C 7 schnit~e~ C7 
also rational w~re. L~gen 4 dieser Punkte auf C 7, so w~re 'C ~ hyper- 
elliptisch, also nicht die allgemeine Carve. L~lgen abet drei auf C 7, 
so ist wie leicht zu beweisen auch eine Gerade L 1 volikommen bestimmt, 
aaf welche die 2 anderen Grundpunk~e fallen, also nicht bei vor- 
liegender C ~ noch beliebig% wie bei de Jonqui~res. Nimmt man an~ 
dasa 2 Grundpunkte yon jedem Biisehel (C ~) auf C 7 sind, die 3 anderen 
also auf L,  was eigentlieh der Jonqui~reschen Auffassung allein ent- 
sprich~ so wird wiederum nur eine hyperelliptisehe C 7erzeugt. Endlieh 
ist es unmSglich, dass nur 1 Grundpunkt auf C 7 ist, well die 4 anderen 
auf ~L w~en, and die C 4 diese Gerade nieht mehr schnitten. 
Das obige Raisonnement, welches nut in der Form, nicht im 
Wesen yon dem Jonqui~reschen abweich~ ftihr~ auch auf das absurde 
Resultat~ (lass die ~a C 6 mit 8 gegebenen Doppelpunk~en darch 
Biischel (C ~) erzeugbar seien. Zwar schliesst Herr de Jonqui~res den 
Fall m~-6  als ,,cas singulier '~ aus; abet ohne dafiir einen Grund 
anzugeben. Ich babe schon vor l~ngerer Zeit darauf hingewiesen, 
class eine allgemeine Curve C ~" nich~ mehr.erzeug~ wird, wenn die 
erzeugenden Biischel (C") mehr als 3n ~ 3 Doppelpunkte tier C ~ zu 
Grundpunkten haben. C 6 is~ nur ein besonderer und ffir sich selbst 
leicht vers~ndlicher Fall dieses al|gemeinen Satzes. Auf die Curven 
6 ter Ordnas werde ich im Folgenden zurtickkommen, um die Punkte 
hervorzuheben, die bei diesen Curven nicht ausser Acht gelassen 
werden diiffen. 
2) Anwe~uag des Prind?s auf Curven C ~.+~ mit ~ JOolx2e!~unI~ten, 
D, bei deren ~rzeugung ein t~iischel ( C~)~ ein zweiter (C"+ ~) benutzt wird. 
Da die Zahl X ~ n(n-~-l) -- 1 ~ d die totale hnzahl disponibler 
BestS~nmungsstficke beider Basen nicht iiberschreiten kaan~ so ist 
(n -{-- t)" (n-{-- 4) n(n-[-a) _ 1 - - ~  1 - -d  i 
also 
~3~-b l .  
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Kann nun das Maximum 8 = 3~-I- 1 wirklich erreieht werden ? 
Diese Frage muss nach de Jonqui~res bejaht wexden. Denn yon 
C2~+ I mit 3n -{- 1 DoppeIpunkten sind noch wil|klizlich: 
(~+I ) (sn+4)  __ 3(3n-{-1) ~- 2n 2 - -  4n - -  1 Punkte e, 
2 
und well X =n(n- ] - l ) -  1 -  (3n- I - l ) ,  so sind yore projeetivisehen 
Erzeugniss beider Biischel 2X -{- 3, das ist 2n = - -  4n --  1 der will- 
kfirlichen Annahme iiberlassen. So , -and nieht anders lautet die 
Argumentation, obwohl sie in der Schrift Jonqui~res ein wenig ver- 
schleiert erscheint. 
Aber in der That kann man durch die projectivischen Beziehungen 
niemals so viele Punkte bestimmen~ als zur Completirang der Basen 
ausser den /)  noch erforderlich sind: Denn, die CS~+ 1 und die pro- 
jectivische Erzeugung durch Bfischel (C~), (C~i -I) vorausgese~zt, sind 
bekanntlich von den Grundpunkten der (C~+ 1) immer noch 3 Punkte 
auf C 2~t-1 willkiirlichj wiihrend dann s~mmtliche des (C ~) bestimmt sin& 
Folglich kSnn~en hSchstens 
(n-F 1) (~ 4-4) (~-b3) 1 - -  $ -~- 1 - -  ~ ~ 3 Punkte 
2 2 
als dutch die projectivischen Beziehungen festzulegende Unbekannte X 
angesehen werden, so dass 
~g3n - -2  
lo i re .  
Dass 3n -{- 1 -~- 5 falsch ist, zeigt  iibrigens sofort die Annahme 
n ~ 3. C ~ mit 10 Doppelpunkten kann offenbar nicht so exzeugt 
werden, nicht einmal C 7 mit 8 Doppeipunkten. Dagegen ist die all- 
gemeine C 7 mit 3n - -  2 = 7 Doppelpunkten dutch Biischel (Ca), (C 4) 
erzeugbar, wie leicht zu beweisen. 
De Jonqui~res ehliesst welter: 
C s~ mit 3n- [ -1  Doppelpunkten liisst sich ebenfalls dureh zwei 
Biischel (C~)~ (C ~+1) hervorbringen: Ngmlieh yon den willkfirlichen 
2n ~-  4n -- 1 Punkten e des Gesammterzeuguisses 2n-Jr-t t~ Ordnung 
nehme man 2n-{ -2  auf einer Geraden L an, so wird diese als Be- 
standtheil sich absondern, und man erhiilt noeh C ~ mit 2n2- -6n  - -  3 
willkfirlichen e. Da ferner flit die 0 s~ mit 3 n -~- 1 Doppelpunlcten 
2n (~ +S) __ 3 (3n-I- 1) = 2 n ~ - -  6n ~ 3 
2 
einfache Punkte noeh frei sind~ so wird auf diese Weise die a]}gemeine 
C ~ hervorgehen. 
Das am n~chsten liegende Beispiel, an welchem das Illusorische 
des Verfahrens deutlich hervortritt~ ist folgendes: 
Es liege C s mit 3 .4 -{ -1  ~--131) vor. Ich nahme an~ class 
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durch die D ~ur ooJ C 4 m5glich sind. Alsdann haben diese C 4 noeh 
drei Punkte g gemein, die nicht in einer Geraden liegen k5nnen, well 
sonst oo ~ C 4 dutch die D gingen. 
Es hat keine Schwierigkeit darzuthun, dass unendlieh viele C s mit 
den Doppelpunlc~en D existiren, welehe keinen der drei Punkte 9 ent- 
halten. Durch die Methode de Jonqui~res kann nicht eine einzige 
dieser C s erzeugt werden; denn fringe dies an, so mfissten die 3g, 
yon denen keiner auf C s ist, in eine Gerade L fallen, was unmSg- 
lich ist. 
3) Ueber die C 6 mit 8 and 7 Doppelpunkten 2). 
Wir betraehten zunKchst C ~ mit 8 Doppel~unk~en D. Der B~isehet 
(C3), welcher die D zu Grandpunktea hat, liefert noch einen 9ten 
Punkt g. Wenn die vorgelegte C7 g enthiitt, so ist sie projeetivisch 
dureh (C 3) nebst einem Biischel (C 4) construirbar, andernfalls ist sie 
es nicht. Im ersten Falle 'schneiden die C 3 aus C 7 eine Schaar yon 
vier Punkah, welehe die Mannigfaltigkeit 1 hat - -  g4i 1)-=. Diese Sehaar 
l~st sieh bekann~lieh auch durch Bfisehel der C ~ adjtmgirter C4 aus- 
schneiden, and es haben yon den Grnndpnnkten ines solehen Biischets 
3 auf C ~ eine witlkfirliche Lage. Damit ist die Erzeugung klar. Im 
zweiten Fall% wo g nicht auf C 7 liegt, wtirde eine C 3 die C 7 in 5 
Punkten sehneiden, welche mit den 2) 13 Punkte der C 3 sind. Da 
dutch diese eine C 4 unmSglieh ist, so ist es aueh die Erzeugung. 
Ohne Ber~icksiehtigang des ers~en Falles wtirde man zum Schlusse 
kommen, class C ~ mit 8D durch 2 Biischel (C3), (C ~) sich nicht 
e~eugen lasse. Wegen des hyperelliptisehen Charakters yon C 6 ist 
dies abet offenbar doeh so, undes wird eine Gerade L mit erzeugt, 
die dutch den Punkt g geht. Man kann fotglieh ~ entgegea der 
Behauptung Jonqai~res-  die allgemeine C ~ mi~ 8 Doppelpunkten 
erzeugen, indem man eine dutch g gehende Gerade L zagleich mit- 
erzeugt. 
Um so ausfiihrlieh wie mSglich zu sein, werde ieh zeigen, dass 
man yon einer projectiviseh erzeugbaren C ~ ausser den 8/) noch drei 
Punkte el, e~, e~ annehmen kann, und dass si'e alsdann aaeh besfSmmt 
ist. @6 bezeiehne eine durch die e etwa m5gliche Cm've, die C ~ 
sehneiden aus ihr ein variabeles Punktepaar~ und die ganze Schaar 
yon solchen Paaren kann dutch einen Biisehel (C4)1 erhalten werden, 
der zu Grundpunkten hat die D,  e 1 e 2 e~ and einen auf ~6 beliebig ge- 
w~i3alten Punk~ x~. Diese beiden Bfischel (C3), (C4)1 erzeugen un 
~6 und eine dutch g gehende Gerade JS~. Von den Grundpunk~en 
des (C4)~ fallen ansser den genannten och 2 auf ~ ,  2 auf L~. Die 
Biischel schneiden ferner L~ in den Paaren einer dutch (C ~) sehon 
bestimmten quadratisehen Involution j. 
Seien je~z~ p~, p~ zwei Paare yon j. Dutch D, e~ e~ e~ pt geh~ 
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ein Bfisehel yon U 4, der auf L ! eine Involution j~ bestimmt~ dutch 
D, e~ e~ e~1o2 ein anderer~ der die Involution j2 aus L 1 schne~def~ Jj,J2 
haben ein gemeinschaffliches Paar H~ welches mit /)e~ e~ e 3 zu den 
Grundpunkten eines Bfischels (C4)~ gehSrt, welcher aus L 1 die j sohneidet. 
Mi~hin erzeugen (C 3) und (C4)~ die Gerade L lund  noch die dutch 
e I e~ e~ gehende (~L w. z. b. w. 
C 6 mit 7 Dol~dpunkten D. 
Durch zwei Bffschel (Ca), zu deren Grtmdpunkten die D gehSren 
wird stets die hyperellilotische Curve erzeugt, die allgemeine nicht. Von 
dieser aligemeinen C 6 sind 6 Punkte e~ e2 . . .  e 6 noch wiUk~rlich. 
Unter (C a) werde der Biischel verstanden, welcher zu Grandpunld~en 
hat die D, e, und einen 9 fen Punkt g. Welt die C ~ nieht die hyper- 
eIlipgsche Curve ist, so kann g nicht auf ihr sein, daher werden die 
C a eine Schaar yon drei Punkten ausschneiden. 
Diese n~mliche Schaar kann nun auch dutch einen BiischeI (C*) 
ausgeschni~en werden, zu dessen Grundpunldr.en die D, e~ e a e a e~ ge- 
hSren. Die Bfischel erzeugen hiebei aasser C e eine durch g gehcnde 
Gerade L,  auf welcher zwei Grundpunk~e des (C a) liegen, and welche 
yon den C a und C 4 in den Paaren derselben Involution j geschnit~en 
wird. Weft yon C ~ der Punkt e 6 gegeben ist, so /st auch Z bestimmt. 
denn die durch e 8 gehenden Curven C 3, C 4 der vorliegenden Bfischel 
mfissen sich auf ihr schneiden. Geschieht dies im Punktepaar/~, so 
gehSr~ dieses zu der auf L vorkommenden I volution; die dutch/0 
gehende C 4 hat sodann mit L noch 2 PunkCe gemein, die beiden auf 
L befindlichen Grundpunkte yon (C4). 
Was endlich die allgemeine C 6 mit sechs D bet~ffr so 1Mst sigh 
stets ein B~isehet (C a) auffmden, yon dessen 9 Grundpunkten die D 
und ein beliebiger Punkt e~ der C 6 sieben sind, trod die beiden fehlen- 
den ebenfalls auf C 6 liegen. Um dies einzusehen, braueht man nut 
C ~ dutch d~s Netz dot dutch die D und e I gehenden C s zu trans- 
formiren. Somit is~ aucl~ die projec~ivische Erzeugung der C ~ dutch 
zwei Biischel (C 3) zweffellos. 
4) Die Betrachtungen des Herrn yon Jonquihres haben den un- 
bestxeiCbaren Nutzen, dass sie recht deu~lich die Schw~che offenbaren~ 
welche der Methode des blossen Abz~htens~ auf algebraische Curven 
angewendet, nothwendig anhaften muss. Wenn man (a. a. O. p. 920) 
dem Beweise des Autors G]auben schenkt, so soll~e kein Zweifel an 
der Richtigkeit fo]gender Behauptung bestehen: 
Liegen yon ~er  C_, ~-~ meh~ als 3n-  1 ~ ~ .Do~peltmnkte vet, 
so ist es unm~glich a l le  C ~'~-~, welche die D zu Do2~pehtm~I~tr habe~ 
k6nnen, d/arch ~wei Biischel (C~) mit den Gru,adlmnkte~ D taroje~visch 
zu erseuge~. 
Ein an sich bemerkenswer~hes B ispiel wird den Werth erken- 
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hen lassen, den diese allgemeine Aufs~ellung ha~. Is~ n ~ 5, 2~-  1 
9, so giebt es nach der gebrauehten Z~hlung, ffir die Annahme 
r  18 eine bestimm~e ~ mi~ 18 Doppelpunkten D (9(9~s-----~)~-3.18) 
Da 18 > 3 .5  - -  1, so kSnnte man nach Jonqui~res diese C~ nicht 
dutch zwei B~ischel (C 5) construiren. Dies ist ein Irrthum. Auf 
jedem Hyperboloid F 2 kann man eine Raumcurve /t  9 finden, welehe 
die Geraden L der einen Schaar yon F 2 zu dreip~nl~tigen, die an- 
deren Geraden L" zu sechspunk~igen Secanten hat. Projicirt man 
R 9 aus irgend einem Punk~ des Raumes auf eine Ebene, so erh~lt 
man C 9 mit 18 Doppelpunk~en D. Die Gruppen yon je drei Pankten 
you /P  und den L liefern auf C 9 belmnntlich eine Specialschaar gsol, 
welche durch C 6 ausgeschnitten werden kann, die der C ~ adjungirt 
sind. Ferner is~ es ebenso bekannt, dass dutch diese 18 D sich c~ 3 C 5 
legen lassen, abe sei eine Gruppe der g~O}; dann muss jede durch 
die D und a, b gehende C ~ auch c en~hal~en, und hieraus' ergiebt sich 
sofort, dass eine der oca C ~, welche a enth~ilt auch b, c aufnehmen 
muss. Mit anderen Worten, dutch jede Gruppe der gate) sind noch 
or ~ der C s mSglieh; dutch zwei beliebig gewi~hl~e Gxuppen also noch 
c~ ~ C ~. So haben wit einen Biischel (C~)l gewonnen, dessen Curven 
C ~ in drei variablen Punkten schne~den, die offenbar die gaO) con- 
stituiren. Durch einen zweiten, auf analoge Weise erlangten Bfischel 
(C~)~ denke man ebenfalls die Schaar ausgeschnitten, dann werden die 
Curven beider Biischel, welche dieselbe Gruppe ausschneiden, einander 
projectivisch entspreehen, und ansser C ~ noch eine Gerade L erzeugen. 
Bei genauerer Un~ersuchung finde~ sieh: die Gruppen der g~") 
liegen auf den Tangenten eines besfimmten Kegelschnitts ~,  und die 
c~l C ~, welche zwei Gruppen enthalten, gehen aueh dureh den Sehnitt- 
punks xi der beiden Tangenten, welehe diese Gruppen tragen. Die 
Grundpunkte des B~ehels (C~)a liegen vor in den 18/) ,  den b~iden 
angenommenen Gruppen und xt. 
Wenn yon einem zweiten Bfisehel (C~)z der 25re Grundpunk-~ x~ 
heiss~, so wird xtx  ~ die Gerade L sein; so dass jede Gerade der 
Ebene als L genommen werden kann. W~re aueh das Abz~hlungs- 
resul~at, class nut eine C 9 mit den D existir~, i'atseh~*) so kSnnte 
*) Den Beweis, dass es bier keine zwei~e C~ giebt, unterdrficke ich, well 
er zta viel Raum in Ansprach nehmen wfirde, bemerke abet- d~ Doppelpunk~e 
kSnneu oft weniger als 3e~ Constant~e einer Curve absorbiren: z. B. Es exisfir~ 
O~ mit 9 Doppelpunkten, yon ~velehen jedoch nur 8 wiUk~irliehe Lage haben. 
Obsehon 3 .9~27,  so is~ O s uieh~ bes~immt, es ist yon ibr noch ein einfacher 
Punk~ ganz beliebig. Wenn umgekehrt I~elationen der Lage zwischen den 
Doppelpunkt~n einer C m bestehen; so kann doch jeder ffir drei Besfimmungs- 
sh~cke tier (7~ zu rechuen haben. Liegen z. B. 13 Doppelpunk~e D yon U s so. 
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man doch den Nachweis ffihren, dass jede solche C s als Projection 
einer Raumcurve /~9, wie wit sie oben angegeben, betrachtet wer- 
den daft. 
Die C 9 zeigt deutlich, dass ffir die MSgliehkeit der Erzeu~ng die 
Anzahl der Doppelpunk~e selbst dann nicht entscheidend ist, wenn es 
feststeht, dass ein Doppelpunk~ als 3 Bedingungen zu gel~en hat; 
sondern dass es auf die Lage derselben~ oder besser auf die dutch 
diese Lage bedingten Specialschaaren a kommt. 
Prag,  5. Januar 1888. 
d~ss noch ~ C 4 durch sie m5glich sind, wobei dann nur U der D willk6rlieh 
augenommen werden dfirfen, so betr~gt die Mannigfalfigkei~ der CS:oo s, is~ 
ebenso gross, als wenu alle D unabh~ngig yon einauder sind. 
~thematische Anm~em ~IT .  ~9 
